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En este trabajo se muestra las distribuciones de probabilidad que presentan los valores singulares, obtenidos
de la matriz de autocorrelacién de las muestras de sefiales continuas, adquiridas con muestreo Sub-
Nyquist random demodulator. Los resultados provienen de un proceso experimental a nivel de simulacién
desarrollado en Matlab®. El proceso de simulacion parte de la experimentacion con tonos senoidales puros,
continuando con sefales con modulacién am, y finalizando con modulacién en frecuencia. Estas sefiales se
encuentran inmersas en ruido blanco aditivo gaussiano, con el fin de acercarse a la realidad.

RESUMEN

Palabras clave: Autocorrelacion, AWGN, espectro, frecuencia de muestreo, radio cognitiva, Sub-Nyquist,
valores singulares.

Characterization of Sub-Nyquist signals with analog
modulation, based on the distribution of singular values

The work evidences the probability distributions that present the singular values, obtained from the
autocorrelation matrix of the continuous signal samples, acquired with Sub-Nyquist random demodulator
sampling. The results come from an experimental process at simulation level developed in Matlab®. The
simulation process starts from the experimentation with pure sinusoidal tones, continuing with signals with a.m.
modulation, and ending with frequency modulation. These signals are immersed in Gaussian additive
white noise, in order to get closer to reality.
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Caracterizacdo de sinais Sub-Nyquist com modulacao
analdégica, com base na distribuicao de valores singulares

RESUMO

O trabalho evidencia as distribuigdes de probabilidade que apresentam os valores singulares, obtidos
a partir da matriz de autocorrelacdo das amostras de sinal continuo, adquiridas com amostragem de
modulador aleatério Sub-Nyquist. Os resultados provém de um processo experimental no nivel de
simulagao desenvolvido no Matlab®. O processo de simula¢ao comega a partir da experimentagao com tons
sinusoidais puros, continuando com sinais com modulagao am e terminando com modulagao de frequéncia.

Esses sinais estao imersos no ruido branco aditivo gaussiano, para se aproximar da realidade.

Palavras-chave: Autocorrelagao, AWGN, espectro, frequéncia de amostragem, radio cognitiva, Sub-Nyquist,

valores singulares.

l. Introduccion

Dentro de las tecnologias de comunicaciones inalam-
bricas, la radio cognitiva se vislumbra como la futura
evolucion de los sistemas de telecomunicaciones de
radio frecuencia (Hattab e Ibnkahla, 2014). Uno de los
principales puntos para la implementacion de esta tec-
nologia es el reconocimiento de las frecuencias libres,
proceso conocido como ‘Sensado de espectro” (Subhe-
dar y Birajdar, 2011). Estos cuatro autores sostienen
que existen diversas técnicas de este proceso, la ma-
yoria de ellas dentro del dmbito del muestreo Nyquist.
Sin embargo, la implementacion practica de algunas
de ellas (basadas en el teorema de muestreo), presenta
el inconveniente inherente a la alta tasa de muestreo,
necesaria para el sensado de las frecuencias altas del
espectro (Guerrero, 2015). Es ahi, donde las técnicas
Sub-Nyquist surgen como una alternativa para la fu-
tura implementacion practica de la radio cognitiva.

Comprender el comportamiento de las sefales adqui-
ridas con muestreo Sub-Nyquist ofrece herramientas
analiticas para la formulacion de nuevas técnicas o
métodos de sensado de espectro (Guerrero, 2015). Te-
niendo en cuenta lo anterior, surge la siguiente inquie-
tud: ;Es posible caracterizar sefales con modulacion
analogica, basada en la distribucion de valores pro-
pios y/o valores singulares, con el fin de establecer un
punto de partida para futuras investigaciones?

2. Metodologia

Los resultados presentados en este articulo fueron
obtenidos en experimentos a nivel de simulacién,
en los cuales se implementd algoritmos iterativos
desarrollados en MatLab®. Las etapas que compo-
nen dichos algoritmos son el modelado de la sefial,
muestreo de la senal, descomposicién en valores
singulares, y distribucion de probabilidad, etapas
descritas en las siguientes secciones.
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3. Resultados y Discusion
Caracterizacion de seiales sub-nyquist.

Para identificar las caracteristicas presentes en las
muestras de las sefiales Sub-nyquist, se realizo el
procedimiento descrito a continuacion:

Modelo de la sefial

La primera sefal analizada presenta el modelo de la
ecuacion 1, la cual describe un tono senoidal puro (Fi-

gura 1).
x(t) = A sin(wt+¢) )

... donde A es la amplitud maxima, w es la frecuen-
cia angular, ecuacion 2, t el vector temporal y ¢ el
desfase en radianes.

w = 27f f = frecuencia en hertz )

Sin embargo, no siempre se obtiene senales de este
tipo en los ambientes relacionados con telecomuni-
caciones inalambricas; son mas comunes senales
perturbadas o inmersas en ruido de diferente tipo
(Shannon, 1984); por este motivo, el modelo de la se-
fial constituida por un tono senoidal puro, en presen-
cia de ruido aditivo blanco gaussiano (Figura 2), el
cual serd caracterizado, se presenta en la ecuacion 3.

y(t) = x(t) + awgn 3)

... donde x(t) es la sefial descrita en la ecuacién 1,
y AWGN es un ruido con distribucion normal, con
media cero y varianza 1, ecuacion 4:

awgn~N(0,1) @)
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Amplitud

Tono senoidal puro con frecucencia f=8948
T T

Tiempo en segundos x10*

15 2 25

Figura 1. Tono senoidal puro.

Amplitud

Tono senoidal puro con f=8948 inmerso en ruido gaussiano
T T

T T

| IV I

Tiempo en segundos x10*

15 2 25

Figura 2. Tono senoidal puro inmerso en ruido.

La segunda sefal a caracterizar presenta una mo-
dulacién en amplitud AM de doble banda lateral
(Tomasi, 2003), en presencia de ruido AWGN. La
ecuacion 5 muestra el modelo matematico que des-
cribe dicha senal:

yt)=x, () *x_(t) + awgn )

... donde x  es la sefal moduladora con frecuencia
f,,, v x_es la sefial portadora con frecuencia f, ambas
sefales descritas por la ecuacion 1; las frecuencias
de la senales presentan la relacion descrita por la

ecuacion 6. Las Figuras 3 y 4 muestran la representa-
cion grafica de una sefial am de doble banda lateral.

fe=100f, ©)
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Sefial AM con frecucencia de portadora fc=319558y frecuencia de moduladora fm=3213

Amplitud

Tiempo en segundos x10*

Figura 3. Sefial con modulaciéon AM de doble banda lateral.

Sefial AM con fc=319558 y fm=3213 inmersa en ruido gaussiano

Amplitud

Tiempo en segundos

Figura 4. Sefal con modulacién AM de doble banda lateral inmersa en ruido.

La tltima senal a caracterizar tiene una modulacion

en frecuencia, FM (Tomasi, 2003), en presencia de

ruido AWGN. Esta sefal presenta el modelo mate- m
matico descrito en la ecuacion 6:

_ II"71"'1111".!
= .

)

y(t) = A cos(w_t+msin(w, t))+awgn 6) En las Figuras 5 y 6 se puede observar la representa-
cién grafica de la senal:

...donde w_y. w, son las frecuencias angulares de la

portadora y m de la moduladora, respectivamente, y

es el indice de modulacion. En la ecuacion 7, K, es la

sensibilidad a la desviacion (Tomasi, 2003), y A, es

la amplitud de la sefial moduladora.
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Amplitud

Sefial FM con frecucencia de portadora fc=90303y con indice de modulacion m=8
T T

Tiempo en segundos x10*

15 2 25

Figura 5. Sefial con modulacion FM.

Amplitud

Sefial FM con fc=90303y m=8 inmersa en ruido
T T

1] 05 1

Tiempo en segundos x10*

Figura 6. Sefial con modulaciéon FM inmersa en ruido.

Muestreo de la sefial

Uno de los principios bdsicos para la digitalizacién
de senales analdgicas es el teorema de muestreo
(Shannon, 1984), (Nyquist, 1928) (Ecuacién 8), el
cual establece que la frecuencia de muestreo para
una sefial analdgica debe ser mayor o igual al doble
de la maxima frecuencia presente en dicha sefal,
ecuacion 8:

f.z22f 8)

Esto implica que para muestrear una sefal cuya fre-
cuencia de portadora (f) sea igual a 5 GHz, la fre-
cuencia de muestreo (f) debe ser, como minimo 10
GHz. Es decir, que para la implementacion practica
de un sistema con dichas caracteristicas, es necesa-
rio incluir hardware cuya gran complejidad incre-
mentaria los costos.
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Tono con fc=192977 y muestras con fs=5fc
T

T T

T
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En la Figura 9 se observa una sefial de un tono senoidal puro (azul) con sus muestras (rojo), obtenidas con

una frecuencia de muestreo descrita por la ecuacion 9.

Amplitud

Tiempo en segundos x10°

Figura 7. Tono senoidal con muestras obtenidas con frecuencia de muestreo igual a 5 fc.

Tono con fc=192977 y muestras con fs=50fc
% ,v"““f _________ — — — A — !

Tono con fc=486287 y muestras con fs=1.3fc

Amplitud

Figura 9. Tono senoidal con muestras obtenidas con frecuencia de muestreo igual a 1.3 fc.

La Figura 10 presenta claramente el espectro real de
la senal (izquierda); es decir, aquél obtenido gracias a
las muestras adquiridas bajo el teorema de Nyquist,

Amplitud
T

S

Tiempo en segundos

Figura 8. Tono senoidal con muestras obtenidas con frecuencia de muestreo igual a 50 fc.

Teniendo en cuenta el teorema de muestreo (Shan-
non, 1984), (Nyquist, 1928), la representacion di-
gital presenta mayor fidelidad; es decir, se acerca
mucho mas a la sefial real, a medida que se au-
menta la frecuencia de muestreo; esto se observa
en las Figuras 6 y 7, donde las muestras (rojas) de la
senal real (azul) son obtenidas a dos frecuencias de
muestreo diferentes.

Si se cumple el teorema de Nyquist (Shannon, 1984),
(Nyquist, 1928), es posible la reconstruccion de la se-
fal a partir de sus muestras, y mds importante aun,
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en el &mbito de las telecomunicaciones, es posible
conocer la frecuencia central y su espectro (Mo-
ron, 2011).

El problema que presenta el muestreo sub-Nyquist,
0 sea, un muestreo con una frecuencia menor a la
establecida por el teorema de muestreo, ecuacién
9, es el fendomeno de aliasing (Bracewell, 2000), me-
diante el cual aparece una frecuencia central y su
respectivo espectro, menores a los reales.

f.<2f ©)

potencia en la frecuencia central (f). En la derecha
de la grafica aparece el ‘falso’ espectro resultado del
submuestreo; éste muestra mayor potencia en una

en donde se observa como la sefial presenta mayor frecuencia central errénea.

Real con fs=10fc

Amplitud en dB

i i i
0 05 1 15 2
Frecuencia en Hz x10°

Espectro de un tono senoidal con fc=486287

Falso con fs=1.3fc

Amplitud en dB

i i i
0 05 1 15 2
Frecuencia en Hz x10°

Figura 10. Espectros de un tono senoidal obtenidos

con dos tipos de muestreo. Izquierda espectro

real con fs=10fc (muestreo Nyquist). Derecha espectro falso con fs=1.3fc (muestreo sub-Nyquist).
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En las Figuras 11 y 12 se observa sefiales con mo-
dulacién en amplitud y frecuencia (verde), con sus
muestras obtenidas con frecuencia sub-Nyquist

(rojo), mientras que en las Figuras 13 y 14 se observa

los respectivos espectros, tanto los reales como los
obtenidos con el submuestreo.
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Espectro de sefial AM con fc=324338

Sefial AM con fc=324338 y muestras con fs=1.3fc

Amplitud

Figura 11. Senal AM con muestras obtenidas con frecuencia de muestreo igual a 1.3 fc.

Sefial FM con fc=702386 y muestras con fs=1.3fc
T ! 1

Amplitud

Figura 12. Senal AM con muestras obtenidas con frecuencia de muestreo igual a 1.3 fc.

Revista UNIMAR 35(2)- Rev. Unimar - pp. 221-236.
ISSN: 0120-4327, ISSN Electronico: 2216-0116,
Universidad Mariana, San Juan de Pasto, Narifio, Colombia, 2017.

Real con fs=10fc

Amplitud en dB

0 1 2, 3 4 5 [}
Frecuencia en Hz x10°

Amplitud en dB

Falso con fs=1.3fc

ofF ! : : !

i ; i i : i i
0 2 4 6 8 10 12 14
Frecuencia en Hz x10*

Figura 13. Espectros de una sefial AM obtenidos con dos tipos de muestreo. Izquierda, espectro real
con fs=10fc (muestreo Nyquist). Derecha, espectro falso con fs=1.3fc (muestreo sub-Nyquist).

Amplitud en dB

i
0 05 1 15 2 25 3
Frecuencia en Hz x10°

Espectro de sefial FM con fc=702386

Amplitud en dB

-60

(1)| PR | EERERS. LSRR T ™

Falso con fs=1.3fc

0 05 1 15 2 25 3

Frecuencia en Hz x10°

Figura 14. Espectros una sefial FM obtenidos con dos tipos de muestreo. Izquierda, espectro real con
fs=10fc (muestreo Nyquist). Derecha espectro falso con fs=1.3fc (muestreo sub-Nyquist).
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Debido a los problemas relacionados con el fenémeno
de aliasing, no es posible la caracterizacion de sefales
continuas muestreadas con frecuencias sub-Nyquist a
través del analisis de Fourier (Hsu, 2000); por tal moti-
vo, en las siguientes secciones se propone un método
alternativo para la caracterizacion de sefales conti-
nuas submuestreadas.

Valores singulares de muestras de sefiales continuas

Para la caracterizacion de senales con modulacion
continua propuesta en este articulo, es necesario iden-
tificar el comportamiento de los valores singulares de
senales continuas; esto se realiza a través de las fases
descritas a continuacion:

Obtencion de los valores singulares de la sefial:

La obtencion de las muestras de los diferentes tipos de
senales (seccion modelo de la senal) se realiza con una
frecuencia sub-Nyquist (ecuacion 9); esto se represen-
ta en la Figura 11.

as muestras conforman el vector base (ecuacion
Estas stras conf 1 vector base (ecuacion 10
para la obtencion de los valores singulares.

ylm] = x[m] + r[m] m indice sub-Nyquist ~ (10)

...donde x[m] y r[m], son las muestras de la sefial y del
ruido, respectivamente.

A partir del vector base (ecuacion 10) se obtiene la ma-
triz de autocorrelacion (ecuacion 11):

ylml =R, =R _+R, (11)

... en la cual (ecuacion 11), R es la matriz de autoco-
rrelacion de la sefial, mientras que R _ es la matriz de
autocorrelacion producto del ruido.

Una de las caracteristicas que presenta el ruido blan-
co aditivo gaussiano es que, al ser no correlacionado
(Vaseghi, 2006) con la sefial ni ser autocorrelacionado,
los valores obtenidos en R _(ecuacion 12) no son com-
parables con los obtenidos en la matriz R_; es decir,
que la matriz de autocorrelacion de y[m] presenta,
principalmente, valores relacionados con la senal x[rm];
de esta forma, la ecuacion 11 puede aproximarse a la
ecuacion 12:

R7=0’ I« Efxx"} (12)
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Ryy = Elyy"} = E{xx"} (13)

Al aplicar el método de descomposicion en valores
singulares (ecuacion 13) a la matriz de autocorrela-
cién R, se obtiene los valores con los cuales se pre-
tende caracterizar la sefial x[m].

Rxx =UZXVH - diag(X) = Valores Singulares  (13)

En las Figuras 15 a 17 se presenta el comportamien-
to de los valores singulares obtenidos con 64 mues-
tras de las sefiales analizadas.

Si se compara los valores singulares de las mues-
tras sub-Nyquist (rojo) con las muestras adquiridas
bajo el teorema de muestreo (verde) (Shannon, 1984),
(Nyquist, 1928), se observa una diferencia notable en-
tre sus maximos valores para una frecuencia de mues-
treo determinada (Guerrero, 2015) (Figuras 15 y 16).
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30

2

N
S

valor singular
&

as muestras de sefial seno con fc=448.0058

valores singulares obtenidos de |

T

[—e—Sub-Nyquist fs=1.3fc
~+-0ver-Nyquist fs=2.7fc

Cantidad valores sin

20
gulares

25 30 35

Figura 15. Valores singulares de una sefial senoidal pura inmersa en AWGN, obtenidos a partir de 64
muestras adquiridas con frecuencias de muestreo sub-Nyquist= 1.3fc y over-Nyquist=2.7fc

18

valor singular

valores singulares obtenidos de las muestras de sefial AM con fc=206.0022

e e e - ;
ey o e e e

[~e—Sub-Nyquist fs=1.3fc
:| —-Over-Nyquist fs=2.7fc |{

5 10 15 20

Cantidad valores sin

gulares

30 35

Figura 16. Valores singulares de una sefial con modulacién AM inmersa en AWGN, obtenidos a partir
de 64 muestras adquiridas con frecuencias de muestreo sub-Nyquist= 1.3fc y over-Nyquist=2.7fc
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20

o T

valor singular
3
T

valores singulares obtenidos de las muestras de sefial FM con fc=751.0121

[~e-Sub-Nyquist fs=1.3fc
i —~Over-Nyquist fs=2.7fc |

Cantidad valores singulares

Figura 17. Valores singulares de una sefial con modulacion FM inmersa en AWGN, obtenidos a partir
de 64 muestras adquiridas con frecuencias de muestreo sub-Nyquist=1.3fc y over-Nyquist=2.7fc

Dicha diferencia permite distinguir la frecuencia
central de una sefial submuestreada sin caer en
los errores provocados por el fenomeno de aliasing
(Guerrero, 2015). Teniendo en cuenta esto, se proce-
de a extraer el maximo valor singular (ecuacion 14)
para diferentes frecuencias de submuestreo del in-
tervalo representado por la ecuacion 15.

A, = max(diag(X)) (14)

[f,2f. ] f_c=f.central sefial (15)

Distribucion de los maximos valores singulares

Para observar el comportamiento de los maximos
valores singulares se extrae dichos valores de diver-
sas sefales continuas con frecuencias centrales alea-
torias (con distribucion uniforme), submuestreadas
con la misma relacion de frecuencia f, (ecuacion 16);
posteriormente se realiza el respectivo histograma
(Figuras 18 a 20).

fo=mf 1<m<2 (16)

500

Dist. max. val. sing. obtenidos con fs=2fc de sefial seno inmersa en AWGN

450

400

350

300

250

200

150 |-+

100

50

1}

1 15 2.

25 3 35 4

Figura 18. Distribucion de los valores singulares maximos para sefiales submuestreadas con fs=2fc.
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400

Dist. méax. val. sing. obtenidos con fs=1.99fc de sefial seno inmersa en AWGN
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Figura 19. Distribucién de los valores singulares maximos para sefiales submuestreadas

400

Dist. méx. val. sing. obtenidos con fs=1.01fc de sefial seno inmersa en AWGN

350
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Figura 20. Distribucién de los valores singulares maximos para sefales submuestreadas con fs=1.01fc.

La distribucion de los maximos valores singulares
(MV.S) para diferentes relaciones de frecuencia ,
presentan un comportamiento que puede aproxi-
marse a una distribuciéon normal descrita por su
media y su varianza (ecuacion 17).

M.V.S ~ N(u,0) (17)

... donde p es la media y o es la varianza. Esta apro-
ximacion es mostrada en la Figura 21.
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Dist. méax. val. sing. obtenidos con fs=1.45fc de sefial seno inmersa en AWGN
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Figura 21. Aproximacion de los maximos valores singulares a una distribucién normal.

Teniendo en cuenta esta aproximacion, la frecuen-
cia central de cualquier sefial continua submues-
treada con una relacion de f, (ecuacion 16) desco-
nocida, puede ser calculada (de forma aproximada)
(Guerrero, 2015) por el dato de la media (u) de su
distribucion normal, lo cual se realiza a través de
la ecuacion 18.

pi = fe ﬁ(kf—i;) (18)

Curvas caracteristicas de la media de los m. s. v.

La media (u) de la distribuciéon normal de los MV.S.
obtenidos a diferentes relaciones de f, (ecuacion 16), y
reordenando la relacion para obtener f. (ecuacion 19),
permite caracterizar el comportamiento de dichos va-
lores, ofreciendo como resultado, curvas caracteristicas
de los tres tipos de sefiales analizadas (seccion modelo
de la sefial). Estas curvas son presentadas en las Figuras
22a24.

f=kf0.5<k<1 (19)

Media de MVS para muestreo subNyquist
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valores de k para la relacién de frecuencia fc=kfs

Figura 22. Curva caracteristica de la media de los M.V.S. para tonos senoidales puros inmersos en ruido.
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Caracterizacion de sefales Sub-Nyquist con modulacion analdgica, basada en la distribucién de los valores singulares

Media de MVS para muestreo subNyquist
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Figura 23. Curva caracteristica de la media de los M.V.S. para sefiales con modulacién AM inmersas en

ruido.

Media de MVS para muestreo subNyquist
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Figura 24. Curva caracteristica de la media de los M.V.S. para sefiales con modulaciéon FM inmer-

sas en ruido.

4. Conclusiones

En este articulo se presenta resultados procedentes
de un proceso experimental a nivel de simulacion
desarrollado en Matlab®. A partir de los datos obte-
nidos se evidencia lo siguiente:

e Existe una diferencia significativa entre los maxi-
mos valores singulares obtenidos de muestras sub-
Nyquist y aquellas que obedecen al teorema de
muestreo, la cual se convierte en un punto clave
para diferenciar sefiales submuestreadas.

e El niimero de muestras y la frecuencia de mues-
treo son dos factores que influyen directamente en el
comportamiento de los valores singulares de la sefial.

e Al estimar la matriz de autocorrelacion del vector
de muestras de una sefial inmersa en ruido aditivo
blanco gaussiano se obtiene resultados muy cerca-
nos a aquéllos provenientes de muestras de sefiales
sin ruido, trabajando en el sub-espacio de la sefial.

e Los maximos valores singulares presentan un
comportamiento aproximado a una distribucion de
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probabilidad normal, que permite describirlos por
su valor de media.

e La media de los maximos valores singulares varia
de acuerdo con el valor de frecuencia de submuestreo.

e Es posible obtener curvas que describan el compor-
tamiento de la media de los maximos valores singu-
lares en funcion de la frecuencia de submuestreo.

e Cada tipo de sefial analizada presenta una curva
unica de comportamiento de los maximos valores
singulares.
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